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ПОСТРОЕНИЕ СОПРЯЖЕННОЙ ПОВЕРХНОСТИ  
ЗУБЧАТОГО ЗАЦЕПЛЕНИЯ 
 
Наведений метод побудови спряженої поверхні зубчастого зачеплення, якщо відома поверхня зу-
бця шестерні. Для запису потрібних формул використовуються рівняння Ейлера-Саварі. Цей ме-
тод слід застосовувати для виготовлення інструменту, якщо зубчасті колеса нарізаються методом 
копіювання. 
 
The method of construction of the interfaced surface of gearing if the surface of a pinion tooth is known 
is resulted. For record of the necessary formulas equation Ailer-Savari is used. This method should be 
applied to manufacturing the tool if cogwheels are cut by a method of copying. 
 
Постановка задачи. Зубчатое зацепление считается заданным, если из-
вестна образующая поверхность (иногда называют исходным контуром, что 
является профилем зуба инструментальной рейки) или линия зацепления, или 
профиль зуба зубчатого колеса с известным числом зубьев. Известны форму-
лы, по которым находится необходимая поверхность [1]. Но в случае, когда 
известна поверхность зуба зубчатого колеса, для нахождения поверхности 
зубьев сопряженного колеса такие перестроения очень сложны [2]. Такая за-
дача возникает при обработке зуб-
чатых колес методом копирования. 
Цель работы – получить 
уравнение, описывающее сопря-
женную поверхность более про-
стым способом и установить свой-
ства этого зацепления. 
Вывод уравнения. Обратим-
ся к рис. Пусть задана поверхность 
у(х) зуба шестерни с осью враще-
ния О1. Тогда в точке контакта ра-
диус кривизны этой поверхности 
С1К расположен под текущим уг-
лом зацепления α1 (с перпендику-
ляром к межцентровой линии 
О1О2). Этот угол определяется по 
формуле ,)(arctg1 xy′=α  а радиус 
кривизны по известной формуле 
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Рис. Построение Бобилье для зацепления 
с выпукло-вогнутым контактом 
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где yy ′′′,  – производные функции у(х). 
Для нахождения радиуса кривизны сопряженной поверхности восполь-
зуемся уравнением Эйлера-Савари для эволютного зацепления с выпукло-
вогнутым контактом в форме 
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где 2,1R  – радиусы делительных окружностей зубчатых колес передачи; α – 
угол зацепления в полюсе передачи; l – полюсное расстояние, определяемое 
по формуле 
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Эта формула позволяет определить сопряженную поверхность решением 
дифференциального уравнения 
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Коэффициент разновидности зацепления определяется по формуле 
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Для выпукло-вогнутого контакта предельное значение коэффициента 
разновидности 
.4/2sin10 αRk =  (6)
 
Для двояковыпуклого контакта, когда 0kk > , уравнение Эйлера-
Савари имеет вид 
.
sin
)cos()11(11 1
2112 α
αα
ρρ
−+=+− + RRll  (7)
 31
Как видим, уравнение (7) отличается от (2) знаками в знаменателе второ-
го слагаемого и в сумме дробей левой части уравнения. 
Радиус кривизны сопряженной поверхности в этом случае равен 
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С помощью коэффициента разновидности определяется свойства зацеп-
ления и вид контакта. Если коэффициент разновидности имеет постоянное 
значение, то в зацеплении могут находиться не одна пара зубьев одновремен-
но, что очень важно для силовых передач. Если значение коэффициента раз-
новидности меньше предельного значения, то контакт в зацеплении выпукло-
вогнутый, что также немаловажно для силовых передач. 
Пример. Пусть известна боковая поверхность зуба одного из колес зубча-
той передачи, радиус кривизны которой в полюсе передачи равен ρ. Запишем 
уравнение (3) в таком виде, разделив числитель и знаменатель на R1 и заме-
нив отношение радиусов делительных окружностей передаточным числом u: 
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где  
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и полюсное расстояние 
.22 yxl +=  (11)
 
Вторая производная функции, описывающей профиль искомой поверх-
ности ,y ′′  представлена в неявном виде. Величина коэффициента разновидно-
сти определяется по формуле (5). 
Как видим, это не простой способ. Сравнительно проще, если по извест-
ным параметрам (угол зацепления в полюсе передачи и коэффициент разно-
видности) определить профиль зуба инструментальной рейки, а по нему с 
помощью формул преобразования [3] построить искомый профиль зуба со-
пряженной шестерни. 
Проверка сопряжения в зубчатом зацеплении легко осуществить с по-
мощью графической программы Inventor, которая позволяет произвести ани-
мацию, т.е. увидеть процесс пересопряжения зубьев и обнаружить возмож-
ную интерференцию в зацеплении.  
Выводы. Предложен метод определения поверхности, сопряженной за-
данной. Для этого используется уравнение Эйлера-Савари в новой форме. 
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Определение коэффициента разновидности позволяет судить о зацепле-
нии и виде контакта в нем. 
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Розглянуто вплив параметрів евольвентної зубчастої передачі на її коефіцієнт перекриття. Під-
вищення цього коефіцієнту приведе до зниження навантаження на зубець в два рази. Це дозво-
лить підвищити довгочасність передачі в 6 разів. Досягти цього можна за допомогою зниження 
кута зачеплення до 15°. 
 
Influence of parameters of involute gearing on its factor of overlapping is considered. The increase in 
this factor will lead to decrease in loading on a tooth twice. It will allows to increase durability of trans-
fer to 6 times. To reach it, it is possible by decrease in a corner of gearing up to 15 degrees. 
 
Постановка проблемы. Наиболее важными характеристиками зацепле-
ния следует считать коэффициент перекрытия [1], приведенный радиус кри-
визны, коэффициент полезного действия и коэффициент удельного скольже-
ния [2]. К сожалению, между ними такая сложная связь, что с улучшением 
одного показателя ухудшаются другие. Например, с увеличением угла зацеп-
ления уменьшается коэффициент перекрытия, с увеличением чисел зубьев 
шестерни увеличивается коэффициент перекрытия, но при этом возрастают 
габариты передачи. 
Цель работы – установить наиболее оптимальные характеристики заце-
пления для применения их в проектных расчетах . 
Решение поставленной проблемы будем ставить в зависимость от ко-
эффициента перекрытия, поскольку от него зависят в первую очередь проч-
ностные характеристики зубчатой передачи. 
